Discreet en dynamisch
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1. Met andere ogen kijken naar een klassieker

De klassieker

De volgende opgave (of een variant hierop) wordt dikwijls gebruikt als instapprobleem voor lineaire en exponentiële groei:
Voor de aanleg van een brug over een spoorweg moet zand aangevoerd worden. Op de plaats waar het zand gewonnen wordt, is er een kleine vijver van 900 m2, die door de graafwerken vergroot wordt. Men wil er een grote vijver van maken die dienst zal doen voor waterrecreatie. Elke week wordt de vijver 150 m2 groter. Bij het begin van de werken merkt een arbeider van de graaffirma op dat een bepaalde algensoort 8 m2 van de oppervlakte van de vijver inneemt. Tijdens de volgende weken blijkt deze oppervlakte elke week met een kwart (van de oppervlakte die op dat ogenblik reeds ingenomen is) toe te nemen. De arbeider maakt zich ongerust en merkt op dat hier iets aan gedaan moet worden. De vijver zal anders vlug volledig volgegroeid zijn met algen. Maar zijn baas ziet voorlopig geen gevaar: "De vijver wordt toch elke week 150 m2 groter." Wie van beiden heeft gelijk?
(Deze versie komt uit [1].) In de situatie die hier beschreven wordt, zien we twee groeiprocessen, een lineair en een exponentieel. De groei van de oppervlakte van de vijver wordt beschreven door de eerstegraadsfunctie met vergelijking 
[image: image165.wmf] (met V gelijk aan de oppervlakte van de vijver in m2 en t de tijd in weken sinds de start van de werkzaamheden) en de groei van de oppervlakte die door de algen ingenomen wordt door de exponentiële functie 
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 (met A de oppervlakte in m2 die door algen ingenomen is).
Continu versus discreet

Traditioneel wordt de tijd t in deze context bekeken als een continue veranderlijke. Dat betekent dat t niet alleen gehele maar ook niet-gehele waarden kan aannemen. De formule voor de groei van de vijver leert ons dat de groei van de vijver volkomen gelijkmatig verloopt. Elke week wordt de vijver 150 m2 groter. Maar ook: elke dag wordt de vijver 
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 groter, elk uur wordt de vijver 
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 groter, elke minuut wordt de vijver 
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 groter, ... Dat is niet erg realistisch (er zijn dagen en uren waarop niet gewerkt wordt ...) en zo staat het eigenlijk ook niet in de opgave. Nu zijn dit zaken die bij het wiskundig modelleren van de werkelijkheid wel vaker voorkomen. Erg is het dus niet. Maar het toont ons toch de weg naar een andere mogelijke beschrijving: we kunnen de tijd ook als een discrete veranderlijke opvatten. We laten de tijd dan alleen natuurlijke (of gehele) waarden aannemen. Om dit te benadrukken, gebruiken we het symbool n i.p.v. t om de tijd aan te duiden.
Recursievergelijkingen

Met 
[image: image6.wmf]n
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 geven we de oppervlakte van de vijver weer, n weken na het begin van de werkzaamheden. De opeenvolgende waarden voor de oppervlakte van de vijver vormen dus een rij van getallen. De gegevens uit de tekst kunnen we heel eenvoudig in formulevorm omzetten:
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Bemerk de onderindex 0 (en niet 1) bij de beginwaarde: dit is de oppervlakte van de vijver 0 weken na de start van de werkzaamheden. De eerste vergelijking is een recursievergelijking. Deze recursievergelijking drukt het volgende uit: om van een term van de rij naar de volgende term te gaan moet je er telkens hetzelfde getal bij optellen. Uit deze recursievergelijking leiden we dus af dat de opeenvolgende waarden voor de oppervlakte van de vijver een rekenkundige rij (met verschil 150) vormen. Dat is niet te verwonderen: een rekenkundige rij is de discrete evenknie van een eerstegraadsfunctie. Combinatie met de beginvoorwaarde geeft dat 
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Voor de groei van de oppervlakte die door algen ingenomen is, vinden we de volgende recursievergelijking met beginvoorwaarde: 
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. Zij beschrijven de meetkundige rij 
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. De reden van de meetkundige rij is de groeifactor.
Differentievergelijkingen
De zinsnede dat de oppervlakte die door algen ingenomen wordt elke week met een kwart toeneemt, kunnen we ook anders vertalen dan hierboven, namelijk door 
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 de differentie en die kan in deze context geïnterpreteerd worden als de wekelijkse toename of de groeisnelheid. De vergelijking wordt een differentievergelijking genoemd. De differentievergelijking en de recursievergelijking zijn equivalent met elkaar.
De differentievergelijking drukt uit dat de (absolute) groeisnelheid evenredig is met de reeds ingenomen oppervlakte. We kunnen de differentievergelijking ook in de vorm 
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 schrijven. Dan zien we dat de relatieve groeisnelheid constant is.
De differentievergelijking voor de groei van de oppervlakte van het meer luidt 
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 en drukt dus uit dat de (absolute) groeisnelheid constant is.
2. Medicijnspiegel

a. Recursievergelijking, tabel en grafiek
In deze paragraaf werken we met de volgende situatie.

Iemand krijgt van de dokter te horen dat hij voortaan dagelijks een pilletje moet innemen. Dat pilletje bevat 1500 mg actieve stof, die zeer snel (quasi onmiddellijk) in het bloed opgenomen wordt. Op één dag tijd wordt 25% van de in het bloed aanwezige actieve stof afgebroken.
Met 
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 duiden we de hoeveelheid actieve stof in het bloed aan, n dagen na het innemen van het eerste pilletje. Voor het begin hebben we 
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. Bij de stap van tijdstip 
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 naar tijdstip n moeten we nu rekening houden met twee fenomenen: eerst moeten we 
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 met 0.75 vermenigvuldigen (er blijft 75% over van de werkzame stof in het bloed) en daarna moeten we 1500 bijtellen (voor de nieuwe pil die ingenomen wordt). Dat geeft 
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. Bemerk dat we a.h.w. de recursievergelijking van een meetkundige en een rekenkundige rij met elkaar combineren! We onderzoeken hoe de hoeveelheid werkzame stof in het bloed evolueert.
Berekeningen op het basisscherm
Op het basisscherm van de TI84 kunnen we handig gebruik maken van het repetitieve karakter van de berekeningen. We geven de beginwaarde in en drukken [ENTER]. Dan geven we opdracht om het laatst gekregen antwoord (hier: 1500) te vermenigvuldign met 0.75 en 1500 op te tellen (als je begint met het vermenigvuldigingsteken, voegt de machine automatisch ‘Ans’ in). Via [ENTER] wordt de berekening uitgevoerd en krijgen we de waarde van 
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. Als je nogmaals [ENTER] drukt, wordt de berekening opnieuw uitgevoerd, nu met 
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 in de rol van ‘Ans’. We blijven [ENTER] drukken en vinden zo de opeenvolgende waarden voor de hoeveelheid actieve stof in het bloed.

[image: image24]    ...   
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We stellen vast
· dat de hoeveelheid actieve stof in het bloed voortdurend stijgt,
· dat de stijging hoe langer hoe trager verloopt (de verschillen tussen opeenvolgende termen van de rij worden steeds kleiner),
· dat de hoeveelheid actieve stof op de lange termijn stabiliseert rond 6000 mg.
Tabel

We kunnen de TI84 in één keer een tabel met deze waarden laten berekenen op basis van de recursievergelijking en de beginvoorwaarde. We stellen de machine eerst in op het werken met rijen (druk [MODE], verplaats de cursor met de pijltjestoetsen naar SEQ, druk [ENTER] om de instelling effectief te veranderen en druk tenslotte [2nd] [QUIT] om terug op het basisscherm uit te komen).

[image: image26]
In het Y=-scherm geven we nu de recursievergelijking en beginvoorwaarde in. Bemerk dat we 
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 in rekenmachinetaal noteren als u(n). De letter u vinden we boven de toets [7] en voor de letter n gebruiken we de toets [X,T,(,n]. nMin is het rangnummer van de beginterm. De accolades bij de beginvoorwaarde hoeven we niet in te typen.

[image: image28]
Via [TBL SETUP] en [TABLE] kunnen we nu een tabel met waarden van de hoeveelheid actieve stof oproepen.
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Grafiek

We stellen het tekenvenster in (via [WINDOW]) zoals hieronder aangegeven is en laten de grafiek tekenen (via [GRAPH]).

[image: image32]  
[image: image33]  
[image: image34]
De tabel en de grafiek bevestigen de vaststellingen die we deden op basis van de berekeningen op het basisscherm: de hoeveelheid actieve stof in het bloed stijgt vertraagd en convergeert naar 6000 mg.
b. Spinnenwebdiagram
In deze paragraaf bekijken we een alternatieve grafische voorstelling voor de rij die de evolutie van de hoeveelheid actieve stof in het bloed weergeeft, namelijk een spinnenwebdiagram. Om aan de rekenmachine duidelijk te maken dat we zo’n spinnenwebdiagram willen maken, stellen we m.b.v. [2nd] [FORMAT] de machine in op WEB. We nemen de vensterinstellingen uit de schermafdrukken hieronder.
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Als we nu op [GRAPH] drukken, krijgen we het prille begin van de nieuwe grafische voorstelling.
[image: image38.png]



We zien twee rechten. De ene rechte is de eerste bissectrice. Deze rechte zal in elk spinnenwebdiagram voorkomen. We hebben hier de eenheden op de horizontale en verticale as even groot genomen zodat de eerste bissectrice werkelijk een deellijn is van de hoek tussen de twee assen. De tweede rechte in de figuur is gebaseerd op de recursievergelijking (en zal dus in elk spinnenwebdiagram verschillend zijn). Deze tweede rechte heeft als vergelijking 
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, m.a.w. in de recursievergelijking is 
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 vervangen door x en 
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 door y.
Als we op [TRACE] drukken, wordt de grafische voorstelling aangevuld.
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Bovenaan is de recursievergelijking aangegeven. Op de horizontale as duidt de cursor het punt (0, 1500) aan. Onderaan vinden we de coördinaten van de cursor. Het getal 1500 is gebaseerd op de beginvoorwaarde. Dat verklaart waarom voor n de waarde 0 aangegeven is.
We drukken nu op [PIJLTJE NAAR RECHTS] om de figuur verder te laten aanvullen.
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De cursor is verticaal verplaatst tot op de rechte die gebaseerd is op de recursievergelijking. Het eerste coördinaatgetal is niet veranderd. Het tweede coördinaatgetal is de waarde van y die volgens de vergelijking van de rechte bij de x-waarde 1500 hoort, d.w.z. 
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. Dat is precies dezelfde berekening als diegene die we maken om 
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 te berekenen m.b.v. de recursievergelijking: 
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. Deze overeenkomst is natuurlijk een gevolg van het feit dat de vergelijking van de rechte gebaseerd is op de recursievergelijking. Na deze stap is de y-waarde dus gelijk aan 
[image: image47.wmf]1
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. Dat verklaart het feit dat voor n de waarde 1 aangegeven wordt.
Als we nogmaals op [PIJLTJE NAAR RECHTS] drukken, wordt de tekening weer verder aangevuld.
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Nu is de cursor horizontaal verplaatst tot op de eerste bissectrice. Beide coördinaten zijn nu gelijk aan 
[image: image49.wmf]1
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. Er is m.a.w. geen nieuwe term in de rij berekend, maar de waarde van 
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 is overgebracht naar de x-coördinaat.
We kunnen de grafische voorstelling verder laten aanvullen door verder op [PIJLTJE NAAR RECHTS] te drukken.
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De cursor verplaatst afwisselend verticaal en horizontaal en we gaan steeds verder in de rij. De opeenvolgende verticale lijnstukjes geven de termen van de rij aan. Je kan (bijna) evengoed naar de horizontale lijnstukjes kijken (je mist dan wel de beginwaarde).
In dit geval vormen de opeenvolgende horizontale en verticale lijnstukjes een trap. Er zijn ook recursievergelijkingen waarbij de lijnstukjes een spiraal vormen, die samen met de twee rechten aan een spinnenweb doen denken (zie paragraaf 3). Dat verklaart de benaming ‘spinnenwebdiagram’.
We stellen vast dat de ‘trap’ omhoog leidt, dat de ‘treden’ steeds kleiner worden en dat ‘het einde van de trap’ samenvalt met het snijpunt van de twee rechten. Als we dit vertalen naar de termen van de rij, krijgen we (eens te meer): de rij stijgt vertraagd en de limietwaarde is 6000.
c. Evenwicht

Limiet en evenwicht
Op lange termijn nadert de hoeveelheid actieve stof steeds dichter tot 6000 mg. In wiskundige termen: de limietwaarde van de rij is 6000. Deze limietwaarde is tevens een evenwichtswaarde. Inderdaad: als we de beginwaarde gelijk nemen aan 6000 (i.p.v. 1500), dan blijft de hoeveelheid actieve stof constant gelijk aan 6000.

[image: image54]
Dynamisch karakter van het evenwicht

Wanneer de evenwichtswaarde bereikt is, lijkt het alsof er niets meer verandert. Toch klopt die indruk niet. Er wordt nog steeds een bepaalde hoeveelheid actieve stof afgebroken, namelijk 25% van 6000 mg, d.w.z. 1500 mg. Deze hoeveelheid wordt in het geval van evenwicht precies gecompenseerd door de inname van actieve stof, ook 1500 mg. Dat verklaart de schijnbare paradox: de hoeveelheid actieve stof blijft gelijk, maar het gaat niet om dezelfde moleculen.
Stabiliteit van het evenwicht
Bij iemand die al jaren het geneesmiddel neemt, heeft de hoeveelheid actieve stof in het bloed in de praktijk de evenwichtswaarde bereikt. Veronderstel dat zo iemand op een dag het pilletje vergeet in te nemen. Er is die dag wel 1500 mg actieve stof uit het bloed verdwenen, maar die is niet vervangen door een nieuwe inname. Het evenwicht is dus verbroken en de hoeveelheid actieve stof in het bloed is gezakt tot 4500 mg.
De onderstaande schermafdrukken tonen hoe de hoeveelheid werkzame stof na het incident evolueert: het evenwicht wordt langzaam hersteld. Dit illustreert dat het in deze context over een stabiel evenwicht gaat: als het systeem uit evenwicht gebracht wordt, keert het nadien terug naar het evenwicht.
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Berekenen van het evenwicht

De evenwichtswaarde E wordt gekarakteriseerd door de volgende voorwaarde: als 
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. Als we dit invullen in de recursievergelijking, krijgen we: 
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. Hieruit kan het evenwicht snel berekend worden.
Evenwicht als snijpunt in het spinnenwebdiagram

De grafische vertaling van de evenwichtsvoorwaarde uit de vorige alinea hebben we ontmoet in paragraaf 2.b: de evenwichtswaarde is gelijk aan het eerste (en meteen ook het tweede) coördinaatgetal van het snijpunt van de eerste bissectrice met de rechte die gebaseerd is op de recursievergelijking. Op deze manier kunnen we limiet- en evenwichtswaarden heel snel opmerken in een spinnenwebdiagram.
Evenwicht als vast punt

We kunnen de evenwichtsvoorwaarde nog op een andere manier bekijken. We hebben eerder al gebruik gemaakt van de vergelijking 
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 die gebaseerd is op de recursievergelijking. Deze vergelijking bepaalde immers de tweede rechte in het spinnenwebdiagram. We kunnen deze vergelijking echter ook interpreteren als de vergelijking van een (eerstegraads)functie f. De tweede rechte uit het spinnenwebdiagram is dan de grafiek van deze functie en een evenwichtspunt is een punt dat voldoet aan de voorwaarde 
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. Met andere woorden: een evenwichtspunt is een punt dat door de functie f op zichzelf afgebeeld wordt. Men noemt zo’n punt een vast punt van de functie f.
Evenwichtswaarde en limietwaarde onafhankelijk van de beginwaarde
In de vergelijking voor de evenwichtswaarde, die hier tevens de limietwaarde is, komt de beginwaarde helemaal niet voor. De limietwaarde is dus onafhankelijk van de beginwaarde. Ook grafisch kunnen we dit gemakkelijk inzien: de beginwaarde heeft geen invloed op de positie van de twee rechten in het diagram en dus ook niet op het snijpunt van de twee rechten. 
3. Lineaire recursievergelijkingen van de eerste orde met constante coëfficiënten en constant recherlid
De recursievergelijking die we in de vorige paragraaf bestudeerden, is een voorbeeld van een lineaire recursievergelijking van de eerste orde met constante coëfficiënten en constant rechterlid, die in het algemeen de vorm 
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 aanneemt, waarbij a en b getallen zijn. De recursievergelijking is van de eerste orde omdat naast de term 
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 alleen de onmiddellijk voorgaande term 
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 in de recursievergelijking voorkomt. Ze is lineair omdat het linkerlid een lineaire combinatie is van 
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 en 
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. De coëfficiënten van deze lineaire combinatie, namelijk 1 (!) en a, zijn ‘vaste getallen’, d.w.z. dat ze niet van n afhangen en dus constant zijn. En ook het rechterlid is constant.
We schrijven zo’n lineaire recursievergelijking van de eerste orde met constante coëffciënten en constant rechterlid ook vaak in de vorm 
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 (waarbij de coëfficiënt a hier het tegengestelde is van de coëfficiënt a uit de oorspronkelijke vorm!). Dat was bijvoorbeeld het geval met de recursievergelijking in de vorige paragraaf.
Verloop van de rijen beschreven door zo’n recursievergelijking

Naargelang van de waarde van de coëfficiënten a en b, kent de rij een ander verloop. De onderstaande schermafdrukken geven (tezamen met het voorbeeld uit de vorige paragraaf, dat hieronder herhaald wordt) een impressie van de verschillende mogelijkheden. De vensterinstellingen zijn steeds dezelfde als die uit paragraaf 2.b.
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In de eerste drie gevallen krijgen we telkens een trapdiagram. Dat komt omdat de coëfficiënt a in elk van deze drie gevallen positief is (we werken met de vorm 
[image: image86.wmf]b

t

a

t

n

n

+

×

=

-

1

 voor de vergelijking). We krijgen eerst een trap met steeds kleiner wordende treden (vertraagd stijgende rij), daarna een trap met steeds groter wordende treden (versneld stijgende rij) en tot slot een trap met treden die steeds even groot zijn (gelijkmatig stijgende rij). Het onderscheid tussen deze drie gevallen wordt bepaald door de waarde van de coëfficiënt a: in het eerste geval gelegen tussen 0 en 1, in het tweede geval strikt groter dan 1 en in het derde geval gelijk aan 1. Bemerk dat we in het derde geval te maken hebben met een rekenkundige rij. In elk van de eerste drie gevallen krijgen we een stijgende rij. Het is echter ook mogelijk om een dalende rij of een constante rij te krijgen als de coëfficiënt a positief is (verander de beginwaarde in de eerste twee gevallen, verander de constante term in de recursievergelijking in het derde geval).
In de laatste drie gevallen vormen de opeenvolgende horizontale en verticale lijnstukjes een spiraal. We krijgen dan een echt spinnenwebdiagram. De termen van de rij schommelen, d.w.z. dat ze afwisselend groter en kleiner worden. Voor de ‘gewone’ grafiek hebben we de opeenvolgende punten laten verbinden zodat de grafiek duidelijker is. Ga hiervoor in het Y=-scherm met de cursor vóór u(n) staan en druk op [ENTER] zodat de drie puntjes vervangen worden door een lijntje. Het verschil met de vorige drie gevallen is dat de coëfficiënt a nu negatief is. Het onderscheid tussen de drie gevallen onderling ligt in de grootte van de absolute waarde van a: in het eerste geval (gedempt schommelende rij) ligt de absolute waarde van a tussen 0 en 1, in het tweede geval (explosief schommelende rij) is ze groter dan 1 en in het derde geval (gelijkmatig schommelende rij) is ze gelijk aan 1.
Stabiel en labiel evenwicht
De eerste en de vierde rij (absolute waarde van de coëfficiënt a strikt kleiner dan 1) convergeren (naar 6000, respectievelijk naar 4000). In beide gevallen is de evenwichtswaarde gelijk aan de limietwaarde, analoog aan wat we in paragraaf 2.b gezien hebben. De tweede, de vijfde en de zesde rij convergeren niet. Toch is er in die gevallen ook een evenwichtswaarde (respectievelijk 1000, 2000 en 3000). Als we de evenwichstwaarde als beginwaarde nemen, is de rij constant en wordt het evenwicht dus behouden. Maar het evenwicht is nu niet stabiel maar labiel: als het systeem uit evenwicht gebracht wordt, keert het niet naar het evenwicht terug maar gaan de opeenvolgende termen steeds verder afwijken van de evenwichtswaarde (tweede en vijfde rij, de absolute waarde van de coëfficiënt a is strikt groter dan 1) of blijft het steeds even ver van de evenwichtswaarde (zesde rij). Bij de derde rij is er geen evenwichtswaarde.
Wat we hier vaststellen, kunnen we ook uitdrukken in termen van het vaste punt van de bijbehorende functie f met vergelijking 
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. Als de coëfficiënt a in absolute waarde strikt kleiner is dan 1 (en het evenwicht dus stabiel is), spreken we van een aantrekkend vast punt. Is de coëfficiënt a in absolute waarde strikt groter dan 1, dan is er een afstotend vast punt.
Algemene term van een rij beschreven door zo’n recursievergelijking

Het is niet moeilijk om aan te tonen dat de algemene term van een rij die voldoet aan de recursievergelijking 
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 gegeven wordt door 
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, waarbij C een getal is dat bepaald wordt a.d.h.v. de beginvoorwaarde (zie b.v. [2]; de formule is duidelijk niet geldig als 
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, maar dat geval is eenvoudiger: dan hebben we te maken met een rekenkundige rij). In deze tekst hebben we ons beperkt tot vaststellingen i.v.m. het verloop. Op basis van de formule voor de algemene term kunnen al deze vaststellingen eenvoudig hard gemaakt worden. De formule toont ons dat de rijen die door zo’n recursievergelijking beschreven worden ‘verticaal verschoven meetkundige rijen’ zijn.
4. Groei van de bevolking van de VS
d. Opstellen van een model
De gegevens

De onderstaande tabel geeft de bevolkingsaantallen voor de Verenigde Staten van Amerika van 1790 t.e.m. 1910 (data van het Amerikaanse Census Bureau). We hebben de evolutie van de Amerikaanse bevolking ook grafisch voorgesteld met de rekenmachine. We gebruiken hierbij de mogelijkheden van de rekenmachine op het vlak van beschrijvende statistiek. We slaan de gegevens op in lijsten J (de jaartallen), P (van populatie, de bijbehorende bevolkingsaantallen) en T (het rangnummer van de jaartallen) en we maken een spreidingsdiagram.
	nummer
	jaar
	bevolking
	nummer
	jaar
	bevolking

	0
	1790
	3 929 214
	7
	1860
	31 443 321

	1
	1800
	5 308 483
	8
	1870
	38 558 371

	2
	1810
	7 239 881
	9
	1880
	50 189 209

	3
	1820
	9 638 453
	10
	1890
	62 979 766

	4
	1830
	12 866 020
	11
	1900
	76 212 168

	5
	1840
	17 069 453
	12
	1910
	92 228 496

	6
	1850
	23 191 876
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Exponentiële groei?

We zoeken een gepast wiskundig model voor de groei van de Amerikaanse bevolking. De grafiek laat ons duidelijk zien dat de groei alleszins niet goed beschreven kan worden door een lineair model. Exponentiële groei lijkt daarentegen wel in aanmerking te komen. Met de rekenmachine zoeken we een geschikt exponentieel model via exponentiële regressie. Het voorschrift van de functie bewaren we als de functie Y1. De waarden die het exponentiële model voorspelt voor de bevolking bewaren we in de lijst PE (populatie voorspeld door het exponentiële model). De relatieve fout (error) of relatieve afwijking van de voorspelde waarde t.o.v. de werkelijke waarde bewaren we in de lijst EPE.
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In de onderstaande schermafdrukken zien we de lijst EPE van de relatieve fouten en de grafiek van de werkelijke bevolking tezamen met het exponentiële model. Op het eerste gezicht lijkt de overeenstemming vrij goed te zijn. Als we nader toekijken, zien we echter systematische afwijkingen. Aan de uiteinden overschat het model de werkelijke bevolking en in het middengebied is het model een onderschatting. De afwijkingen zijn ook vrij groot (+10% in het begin, –11% in het midden en +16% aan het einde). In het begin groeit de bevolking in realiteit sneller dan het exponentiële model aangeeft, terwijl de groei op het einde minder snel is dan het model aangeeft. 
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Op weg naar een beter wiskundig model

We hebben in paragraaf 1 gezien dat we de recursievergelijking voor exponentiële groei kunnen schrijven in de vorm 
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). Deze vergelijking drukt uit dat de relatieve groeisnelheid constant is. Hier kunnen we de relatieve groeisnelheid interpreteren als het percentage waarmee de bevolking toeneemt over een periode van 10 jaar. De overwegingen die we gemaakt hebben bij het beoordelen van het exponentiële model leiden tot de conclusie dat de relatieve groeisnelheid van de Amerikaanse bevolking niet constant is: de relatieve groeisnelheid is rond 1790 groter dan rond 1910.
De rechtse schermafdruk hieronder is een spreidingsdiagram met op de horizontale as de populatiegrootte (dus niet de tijd!) en op de verticale as de relatieve groeisnelheid. We zien dat de relatieve groeisnelheid inderdaad niet constant is, integendeel: de relatieve groeisnelheid neemt af als de populatie toeneemt.

In de linkse schermafdrukken tonen we hoe we het spreidingsdiagram gemaakt hebben.

· We hebben eerst een lijst DP gemaakt met de absolute groeisnelheden (het verschil tussen opeenvolgende termen van de rij van de populatiegroottes; het commando (List vinden we via [2nd] [LIST] OPS).
· De lijst DP bevat één element minder dan de lijst P. Daarom maken we voor de populatie een nieuwe lijst, die één element minder bevat en die we PA noemen (ook het commando seq( vinden we via [2nd] [LIST] OPS). 
· De relatieve groeisnelheden vinden we nu door de elementen van de lijst DP te delen door de overeenkomstige elementen van de lijst P. De lijst met relatieve groeisnelheden noemen we DPOP.
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Het verband tussen groeisnelheid en populatiegrootte

Het spreidingsdiagram toont dat het redelijk is om uit te gaan van een (dalend) lineair verband tussen de relatieve groeisnelheid en de populatiegrootte. We laten de rekenmachine via lineaire regressie een passende vergelijking opstellen.
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We slaan de coëfficiënten op voor later gebruik. Onthoud (ook voor later gebruik) dat de coëfficiënt a negatief en in absolute waarde zeer klein is.
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Een beter wiskundig model: een recursievergelijking voor de populatiegrootte
We hebben een model gezocht voor het verband tussen de relatieve groeisnelheid en de populatiegrootte. Nu zullen we de populatiegrootte uitdrukken in functie van de tijd. De veronderstelling uit de vorige alinea kunnen we formeel vertalen als volgt: we hebben aangenomen dat 
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, met a een negatief en b een positief getal. We kunnen deze betrekking herschrijven in de vorm van een recursievergelijking: 
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, of equivalent: 
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. Deze recursievergelijking is niet van het type dat we in paragraaf 3 besproken hebben: ze is namelijk niet lineair (wel van de eerste orde).
We voeren de recursievergelijking en een passende beginwaarde (we gebruiken hier de populatiegrootte van 1790 als beginwaarde) in de rekenmachine in. De rij die we op die manier krijgen, wordt een (discreet) logistisch groeimodel genoemd.
Evaluatie van het logistische groeimodel
Net zoals bij het exponentiële model onderzoeken we in welke mate er afwijkingen zijn tussen het logistische groeimodel en de reële bevolkingsaantallen. De grafiek (rechtse schermafdruk) toont alvast geen zichtbare afwijkingen. In de linkse schermafdruk zie je dat we gebruik maken van de coëfficiënten die we in het geheugen opgeslagen hebben. Je ziet ook dat we de grafiek van de rij onder de vorm van een ononderbroken lijn laten tekenen.
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We merken dat de relatieve afwijkingen tussen het logistische model en de werkelijke bevolkingsaantallen veel kleiner zijn dan bij het exponentiële model en dat er geen systematiek in de afwijkingen te zien is. 
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En de verdere evolutie van de bevolking van de Verenigde Staten?

Het model dat we hier besproken hebben, is geïnspireerd op het model dat de Amerikaanse wetenschappers Pearl en Reed in 1920 opstelden voor de bevolking van de Verenigde Staten van 1790 tot 1910 (hun model is een continu logistisch model, zie b.v. [3]). Achteraf bleek hun model een vrij accurate voorspelling te geven van de bevolking tot 1950. Ook voor ons model is dat het geval. Dat zien we in de onderstaande schermafdruk (we hebben de uitgebreide lijst met bevolkingsaantallen PU genoemd; de bevolkingsaantallen tot het jaar 2000 vind je in de tabel). Nadien onstonden zeer grote afwijkingen tussen model en realiteit.
	nummer
	jaar
	bevolking
	nummer
	jaar
	bevolking

	13
	1920
	106 021 537
	18
	1970
	203 302 031

	14
	1930
	123 202 624
	19
	1980
	226 542 199

	15
	1940
	132 164 569
	20
	1990
	248 709 873

	16
	1950
	151 325 798
	21
	2000
	281 421 906

	17
	1960
	179 323 175
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e. Logistische groei: verloop
In de onderstaande figuur hebben we de werkelijke bevolkingsaantallen weggelaten en zien we alleen de grafiek van het logistische groeimodel (in een aangepast tekenvenster).
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We zien dat het model eerst een versneld stijgende bevolking voorspelt maar dat deze faze gevolgd wordt door een faze waarin de bevolking vertraagd stijgt. Volgens het logistische groeimodel stabiliseert de bevolking uiteindelijk. Met de rekenmachine stellen we vast dat de limietwaarde ongeveer 166 miljoen bedraagt.
In het begin bij benadering exponentiële groei

We kunnen een en ander ook uit de recursievergelijking 
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 afleiden. We gaan eerst in op de beginfaze. We herinneren ons dat de coëfficiënt a in absolute waarde zeer klein is. Zolang 
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 zeer klein zijn in vergelijking met de andere term. Dus: in het begin is 
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. Deze ‘benaderende recursievergelijking’ drukt uit dat de populatie in het begin bij benadering exponentieel groeit met groeifactor 
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In de middelste figuur hieronder zien we de grafiek van de logistische groeirij tezamen met de grafiek van de bijbehorende meetkundige rij. We zien dat beide grafieken in het begin inderdaad gelijk lopen, maar dat de grafiek van de logistische groeirij vanaf een zeker ogenblik duidelijk onder de grafiek van de meetkundige rij blijft. Dat heeft natuurlijk te maken met het feit dat de term 
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, die negatief is, gaandeweg meer doorweegt in de berekening en er voor zorgt dat de groei na verloop van tijd merkbaar minder snel verloopt dan bij exponentiële groei.
In de rechtse figuur hieronder zijn ook de werkelijke bevolkingsaantallen aangegeven. Het gaat om de oorspronkelijke aantallen, d.w.z. tot 1910. We benadrukken dat het exponentiële model dat we nu gebruiken niet hetzelfde is als het exponentiële model uit paragraaf 4.a dat we via regressie bepaalden. Tussen 1790 en 1910 bevond de Amerikaanse bevolking zich nog in de versneld stijgende faze, maar we zien toch duidelijk dat de groei na verloop van tijd minder sterk versnelt dan op grond van het exponentiële model verwacht mag worden. 
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Limietwaarde

Als we de recursievergelijking in de vorm 
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 schrijven, dan zien we dat het verschil tussen twee opeenvolgende waarden voor de bevolking zeer klein wordt als de twee termen in het rechterlid (de ene positief en de andere negatief) elkaar ongeveer in evenwicht houden. Dat is het geval wanneer de populatie ongeveer gelijk is aan 
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. Dat is in overeenstemming met de vaststelling die we eerder deden (zie de schermafdruk hieronder).
[image: image133.png]A
166256484, 3





Dit aspect van het verloop laat een wezenlijk kenmerk van logistische groei zien, namelijk dat het gaat over ‘groei met grenzen’. Dit groeimodel houdt er m.a.w. rekening mee dat de omgeving een beperkte draagkracht heeft. We zouden hier bijvoorbeeld kunnen denken aan de oppervlakte die beschikbaar is voor landbouw, wat een beperking oplegt aan het aantal mensen dat gevoed kan worden.
We moeten vaststellen dat het bevolkingsaantal ondertussen sterk boven de voorspelde maximale draagkracht uitgestegen is. We kunnen dit als volgt begrijpen. De maximale draagkracht hoeft niet constant te zijn in de tijd. Efficiëntere landbouw bijvoorbeeld zorgt er voor dat méér mensen gevoed kunnen worden met eenzelfde oppervlakte aan landbouwgrond. Dat is ook wat effectief gebeurd is: sinds 1910 is de draagkracht van de Amerikaanse bevolking sterk toegenomen door efficiëntere landbouw, economische expansie, ... De waarde van de coëfficiënten a en b is hierdoor sterk veranderd.
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Spinnenwebdiagram van logistische groei
We maken nu een spinnenwebdiagram van het logistische groeimodel voor de Amerikaanse bevolking. Als we in de recursievergelijking 
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. Het spinnenwebdiagram zal nu m.a.w. gebaseerd zijn op de eerste bissectrice en een (berg)parabool.
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We kunnen het verloop beter volgen als we inzoomen op onderdelen van het spinnenwebdiagram. In de beginfaze (zie de bovenste twee schermafdrukken hieronder) heeft de parabool een (positieve) helling die sterker is dan die van de eerste bissectrice. Conform de bevindingen van paragraaf 3 moet de rij dan versneld stijgen. Op de lange termijn daarentegen komen we terecht in een gebied waar de parabool minder sterk helt dan de eerste bissectrice. Daar verloopt de groei vertraagd stijgend.
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Bemerk dat we op deze schaal nauwelijks nog iets merken van de kromming van de parabool. Als we werken in een gebied dat voldoende klein is, kunnen we de parabool vervangen door een gepaste raaklijn! In de beginfaze kunnen we werken met de raaklijn in de oorsprong. De helling van deze raaklijn is 
[image: image145.wmf]b
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, wat inderdaad groter dan 1 is. Op de tweede situatie komen we verderop nog terug.
Evenwicht

We gaan ook nog even in op de limietwaarde. In paragraaf 2.c hebben we geleerd dat de limietwaarde verband houdt met evenwichtswaarden en met snijpunten van de eerste bissectrice en de kromme die de recursievergelijking voorstelt. De parabool snijdt de eerste bissectrice hier in twee punten, namelijk 
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Het getal 
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 herkennen we als de limietwaarde die we eerder vonden. Daarnaast is er dus nog een andere evenwichtswaarde. Als we 0 als beginwaarde nemen, dan is de rij constant gelijk aan 0. Hierboven hebben we er op gewezen dat de helling van de raaklijn aan de parabool in 0 gelijk is aan 
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, d.w.z. groter dan 1. Dat leert ons dat het over een labiel evenwicht gaat: als we het evenwicht een heel klein beetje verstoren, dan zullen de termen van de rij zich verder en verder verwijderen van de evenwichtswaarde 0.
Met de evenwichtswaarde 
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 is het anders gesteld. De helling van de raaklijn aan de parabool in 
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. Dat is een getal tussen 0 en 1. Hieruit kunnen we eenvoudig afleiden dat het evenwicht stabiel is.
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